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Правило Лошталя в 1нтегральному вигляд! 


Правило Лопиталя раскрытия неопределенностей в дифференциальном исчислении можно обобщить на 
интегралы с переменным верхним пределом. В результате такого рассмотрения можно сформулировать 
некоторый интегральный аналог правила Лопиталя. Формула Лопиталя может быть эффективной для 
оценки сходимости несобственных интегралов как первого, так и второго рода и позволяет сформулировать 
достаточно простые и эффективные признаки сходимости несобственных интегралов. 

Ключевые слова: интеграл, сходимость, правило Лопиталя, 

несобственный интеграл, неопределенность. 
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Правило Лошталя розкриття невизначеностей у диференщальному численн! може бути застосовано, а 
також узагальнено до 1нтегралв 31 змнною верхньою границею. В результат! такого розгляду можливо 
формулювання 1 доведення 1нтегрального аналога правила Лошталя. Формула Лошталя в 1нтегральному 
вигляд! ефективно застосована для оцнки зб1жност! невластивих 1нтегралав першого 1 другого роду 1 
дозволяе сформулювати достатньо прост! й эфективн! ознаки зб1жност! 1 розбжност! невластивих 
1нтегралв у аналтичному вигляд1. 

Ключов! слова: 1нтеграл, зжнисть, розыжнсть, правило Лошталя, 

невластивий 1нтеграл, невизначен1сть. 


Введение 


Правило Лопиталя в математическом анализе используется для вычисления пре- 
делов, содержащих неопределенности вида {0/0} и {0/с} [1-3]. Это не единственное 
его применение. Правило Лопиталя используется при оценке сходимости несобствен- 
ных интегралов и рядов (числовых и функциональных) [2], [3]. 

В курсе математического анализа преимущественно используется дифференци- 
альная форма правила: если функции Ё(х) и 2(х) определены в некоторой окрестности 


точки а и дифференцируемы в точке а и Г(а)= 2(а) =0, то 
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НГ 9 и 9 7@). 
ха 8(х) м 8х) 8(а) 


Формула Лопиталя (1) остается справедливой в случаях как Ит }(х) =Ите(х) = о, 


(0 


так и при х->о0 [4], [5]. 
Правило Лопиталя (1) можно получить в интегральной форме как непосредст- 
венно из формулы (1), так из интегральной формулы Коши [6-8]. 


8(&) | одах = 1(&)| водах, 5 в (а,Ь). (2) 


1 Правило Лопиталя в интегральной форме 


Возможны три обоснованных подхода введения правила Лопиталя в интегральной 
форме. 

Первый способ. 

Проще всего формулу Лопиталя в интегральной форме получить непосредственно 
из формулы (1). Пусть Е(х) и С(х) являются первообразными (интегралы с перемен- 


ными верхними пределами) функций Ё(х) и 2(х) на отрезке [а,6]. Тогда для каждого 
хЕ[а,6] определены функции 


(о) = [| Гфа, вод = [зш. (3) 
Если функции Г(х) и #(х) непрерывны на отрезке [а,х], то функции Е(х) и 
С(х) дифференцируемы, в частности, в точке х=а [1]. Поскольку 
Ни А(х) = Шт С(х) =0, 
то справедлива формула (1) 
тЫ = Ш 09 = ща” ©) = Ла) 
ах). 6 (<) эх) в) 


Эта формула может быть записана в интегральной форме 


‘(да 
ол: ИО о 
х>а | (ра х>а #2(х) 2(а) 


Это есть интегральная форма правила Лопиталя. 

Второй способ. 

Поскольку функции /(х) и 2(х) непрерывны на отрезке [а,х], то по теореме 
об интегралах с переменным верхним пределом функции ЁР(х) и С(х) дифференци- 
руемы на отрезке [а,х| [1]. Для функций Р(х) и С(х) выполняется равенство 
Е(а) =С(а) =0, поэтому 


а 


Ниш Уд = Нт(Е 9 — Е(а))={х=а+Ах}= Вт Р(а+4® -Е(@). 


Е(а+Ах)- Е(а) 
Ах 


Остается учесть, что Пт = Р(а) = Пт Р'(х). 
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Повторим эти действия для функции ©(х), получим Пт | 8(Ю4= Пт О"(х). 
х—>а *а х—>>а 


Составим отношение (4), получим искомый результат в виде (4). 

Третий способ. 

Напомним содержание теоремы Коши в дифференциальном исчислении. Если 
функции }(х) и #(х) непрерывны на отрезке [а,6] , дифференцируемы на интервале 
(а,6) и ='(х)=0 во всех точках интервала (а,Б), то существует точка & = (а,б) , 
такая, что имеет место формула 


Г) Га) _ Г) 
8-8) 8). 
Если функция Е(х) является первообразной функции /(х) на отрезке [а,6] ‚а 
функция С(х) является ВН функции $(х) на [а, н то, учитывая формулу 


(5) 


Ньютона — Лейбница ЕР(Б)-Е(а)= годах, с-с(а)= (ах и Е\&)= К), 


Е(ф)-Е(а) _ 1") 
С(Ь)-С(а) 8“) 


С’(5) = 8(5), формула (5) примет вид ‚ откуда следует интег- 


ральный аналог формулы Коши [7]. 


[лодмх _ те) 
[водах 8(5) 


‚ 6 Е(а,Б). 


Здесь функция @(х) 0 не меняет знак на отрезке [а,ёб]. 
Пусть Б=х, а функции Ё(х) и ©(х) непрерывны на отрезке [а,6]. Тогда фор- 
мула Коши примет вид 


[лод4х _ ле) 


‚ Бе(а,х). 
[есдах &(&)` 


Переходя в равенстве к пределу х -> а ‚ заметим, что & —а и в результате полу- 


чим формулу (4). 
Примеры. 


зшх . 
Первый стандартный предел: Пт = Пт ст 
х>0 Хх х>>0 
ь ах 


№ ^е‘ах х 
Е Е! == [о ЕВ =1. 
0 


“созхах 
[ = 51598 — |. 


0 


х 
4 ве : е 
Второй стандартныи предел: Шт 
х>>0 


2 Признаки сходимости несобственных интегралов 


В математическом анализе хорошо известны признаки сходимости несобственных 
интегралов, из которых нас будут интересовать признаки сравнения, а точнее, признак 
сравнения в предельной форме. Этот признак основан на сравнении заданного несоб- 
ственного интеграла с заведомо известными, в смысле сходимости, интегралами [3-5]. 
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+00 
Обычно исследуемый на сходимость несобственный интеграл первого рода | У (х)ах 
а 


> 1 
сравнивают с интегралами [| сах, 8(х) = — , которые ведут себя следующим образом: 
а х 


(6) 


[02 


+= Чх _ |@ > 1- сходится 
Е 


о < |1- расходится. 
Аналогично рассматриваются несобственные интегралы второго рода 


[водах Пи е(х)=о: 


= (7) 


'ах |а <1- сходится 
[0] х® 


о >1- расходится. 


Применим формулу (4) в случае несобственных интегралов первого рода, положив 
а = +0 , ав качестве функции #(х) выберем степенную функцию в(х)=1/х“. 


м [Ло& 


[8 ра, а [3 (ар ^”® № Фе ых 


Ограничимся случаем а, > 1, тогда интеграл в знаменателе сходится, т.е. имеет 
конечное значение. С другой стороны, при х-> + промежуток интегрирования 
неограниченно уменьшается, поэтому знаменатель стремится к нулю. То же самое 
происходит с интегралом в числителе, если он сходится. В результате имеем неопре- 
деленность 0/ 0}, к которой применимо правило Лопиталя (4). 


"а да, 
Шип [ лоё = | = Нт (лом), = Пт т Шт х° Ё(х). (9) 


х+ю В ЧР 0 : + + 


“ам, г 


На основании признака сравнения делаем заключение: если существует конечный 


хо 


предел (9) и такое @& >1, что выполняется условие Шт х” }(х) <, то интеграл 
Хх 


| ‘Родах сходится. 


Кратко: 
За, > 1, 3 Пт х” }(х) < ®- сходится. (10) 


Этой форме можно придать другой вид, заметив, что при о >Ти }[(х) 0 -— 
необходимое условие сходимости, имеем неопределенность ©.0}. В этом случае 
1 '2)=Ф() —>® и неопределенность может быть преобразована к виду {о / о}. 
Применим правило Лопиталя, получим 


‚| 9“. о 
Пт == Ши х* { (Хх) = Ши ——=5—р=а Шт ——. 
х—+0 | а! хо > < ( х) 0 х>+% < ( х) 
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Признак сходимости (10) интеграла | “Родах примет вид 


хВ 


ЗВ > 0,3 Шт — 


<, ф(х) =1/ }(х)- сходится. (11) 
НО 

Даже если интеграл в числителе дроби (9) расходится, то правило Лопиталя оста- 
ется в силе. Потому, что следует считать Пт [Том =0, поскольку формально для 
первообразной РЕ(х) функции }(х) имеем равенство Пт {Е (+0) —Е (х)}=0. 

Итак, при любых возможных поведениях подынтегральной функции }(Е) в интег- 
рале те Т(ОАЕ дробь (8) имеет неопределенность {0/ 0} и правило Лопиталя применимо. 

Замечание [. В случае, когда пределы (10) или (11) равны бесконечности или не 


+00 
существуют, несобственный интеграл | Г (х)ах расходится. 
а 


Замечание 2. Если окажется, что предел (11) имеет неопределенность о / оо}, то 
правило Лопиталя можно применить повторно 


В-—1 
Пт ы = |= =В Пт ы ит.д. 
х—>+0 ф< (х) [© ©) х—>=00 Фф< (х) 


Применим формулу (4) в случае несобственных интегралов второго рода, т.е. 


когда /(а)=®,ав качестве функции е(х) выберем е(х)=1/ (х —8 . Как для интег- 
ралов первого рода, имеют место те же свойства интегралов | (а и | е(аЕ. 
Отличие состоит в том, что обе функции Ё(х) и ©(х) терпят разрывы при х=а. 
Подобные рассуждения, как для функций ГЁ(х) и #(х) в случае интегралов первого 


рода, приводят к неопределенности {0/0}. Здесь также промежутки интегрирования 
стремятся к нулю, что позволяет применить правило Лопиталя. В результате имеем 


= Шаха} ОЭ. (12) 


На основании признака сравнения делаем заключение: если существует конечный 
Ь 
предел (12), при этом @ <1, то интеграл | Г (х)ах сходится. 
а 
Кратко: 
За < 1,3 Нт (х-а} }(х) < о - сходится. (13) 
> 
Этой форме можно придать другой вид, заметив, что, при а <Ти }{(х) >00, 


имеем неопределенность {0-со}. В этом случае } <) =Ф(х)>0 и имеем 0/ 0}. 
Применим правило Лопиталя, получим 


9$. я м а 
О — Нм -а} _ | 


х>а [за х>а ф(х) 


«Штучний 1нтелект» 32012 415 


Мироненко Л.П. 
и АЕ 


Ь 
Признак сходимости (13) интеграла | Г (х)ах примет вид 


хВ 


ЭВ > 0,3 пм т <, ф(х) =1/ }(х)- сходится. (14) 
х—>+ю Фф< 
Как в случае несобственных интегралов первого рода, имеют место замечания / и 2. 
Примеры. 
+ (1+ х) 
Несобственный интеграл первого рода [ Е 
у 
Шт х* 0) = Ша д 9+2 — хе. ви ПХ — |= ео ни ЗОО. 
хо х—+юо х2 и х—+о х [©’©) х—+о х—+0 (х 
| И 1 | ты | а—2 
= Пал” Ша = Ш — = Пал” ^=0, 1<а <2. 
х— + хм] + х хю|[+4х дю 
Интеграл сходится. 
ва- х) 


Несобственный интеграл второго рода [ 


Е 


Ши(х— ь} 19 = та - Иа Иа С еаы мм, 


хм ]-х [©’Ф) х= х= (1 — х) 


: 1 ы 1 
=Нт-—х)**”?.Нт— =Ит(-х)* "2 =0, —<а <1 

х> х> 1- х х> 2 

Интеграл сходится. 

Наши признаки записаны в предельной форме и могут применяться к интегра- 
лам, к которым применяют признаки сравнения в конечной форме. Покажем это на 


примере. Интеграл [4 Ах/шх расходится по признаку сравнения с интегралом [4 Ах/х, 


1 1 р 
поскольку Е >— при х> 1. Но, если мы не знаем, какои интеграл следует взять в 
пх д 


качестве сравнения, работаем сразу по формуле (11): 


Интеграл расходится. 
Вместе с тем, признаки в предельной форме имеют непреодолимые ограничения, 
которые демонстрируем примерами. 


ах хх 
ее = ша = Ша д? т Е = 


т ах/х“ х—+0 шх > х>+0 п х 
2 


! 


= Па х°° Ш = ша х“" = Уа >1. 
хо х—+0 (шп х)' хо 
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Интеграл расходится. К Такому же результату придем, рассматривая сходящийся 


+00 
2 > 
интеграл | ф/хш^х.В самом деле, данныи интеграл легко вычисляется: 


[аки хи? х= [аавх)Ии? х ее. 
2 2 шх 


› Ш2. 


Объясняется этот факт тем, что скорость изменения степенной функции и лога- 
рифмической функции различается в бесконечное число раз в относительном смысле. 
Это проявляется при применении правила Лопиталя 


Это говорит о том, что при применении правила Лопиталя для оценки сходи- 
мости интегралов следует обращать внимание на относительную скорость сходимости 
сравниваемых интегралов. 


Выводы 


В работе рассмотрено обоснование правила Лопиталя в интегральной форме. 
При этом 

1. Предложены три способа обоснованного введения правила Лопиталя в интег- 
ральной форме, а именно: 1) непосредственно из правила Лопиталя в дифференциаль- 
ной форме; 2) подобно выводу правила Лопиталя в дифференциальном исчислении; 
3) как следствие интегральной теоремы Коши о среднем. 

2. С помощью правила Лопиталя в интегральной форме строго обоснован пре- 
дельный признак сравнения. Обоснование дано в виде рассуждения, определяемого 
равенствами (9). В математическом анализе обычно сравнение интегралов сразу начи- 
нается со сравнения подынтегральных функций, а строгого обоснования перехода от 
отношения интегралов к отношению подынтегральных функций нет. 

3. С помощью правила Лопиталя в интегральной форме получены новые формы 
записи предельных признаков в виде (11) и (14). Эти новые признаки могут практи- 
чески быть использованы на равных правах с признаками (10) и (13). 

4. В нашем подходе имеется значительное преимущество, когда не ясно, какую 
функцию следует брать в качестве сравнения. Наличие параметра & в формулах (10) — 
(13) снимает эту проблему полностью и позволяет применять признаки формально. 

5. Критерии сходимости несобственных интегралов, полученные в данной работе, 
имеют также практический характер и просты в употреблении, поэтому могут быть 
использованы в учебном процессе, в научных исследованиях. 
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КЕЗОМЕ 
Г.Р. МтопепкКо 


Ё’НорйаГ’5 Кше т Фе [щевта Еотт 

Г.’Норцаг’ $ ге юг ап еуашайоп оЁ шда&егиитае Гогил$ ш фе ЧШегепиа1 сасиа$ 
сап Бе гергезещеЯ ш Фе пщесога! Гогт. ш Фе гези оЁ засВ арргоасВ и 1$ роззЫе ю 
Гогти]ае ап4 ргоуе ап пщеога! апаюзу оЁ Г’НориаГ$ гще. Тз арргоасВ 1$ аПо\еа © 
ргоо? фе сотрамзоп {е ш Фе Пита Гогт Гог ппргорег пеота[5. Вез1Аез, фе ге 15 
аррПе4 ю и\еога]$ \Ий а уапае иррег Пти. Г’НориаГз Гогту]а 1$ зайае Гог а 
сопуегоше езитаНоп оЁ пиргорег (Йгзё ап зесопа Кт@4$) пиесота!5 ап и аПо\ме@ а 
роз ЬШу ю Гоппи]ае зи йсепе зппре {е${5 оЁ сопуегот» ап Фуегете о{ пиргорег 
иеста[5. 

Ге Р(х) апа С(х) Бе рипийуез оЁ Ше Рапсйопз$ }(х) ап в(х) а Фе пщегуа! [а,6]. 


ТБеп, Рог еасВ хе[а,Б] Фе ИшсНоп$ Р(х)= [| (ра ‚6(®) = [за аге Чейпеа [1]. № фе 


РапсНоп$ }(х) ап е(х) аге сопипиоиз$ аё Фе ижегуа! [а,х|, Феп Фе РапсНопз Е(х) апд 
С(х) аге АШегепна Ме, аз а сазе, а Ше рошЁ х=а ап ШюЕ(х)= т С(х)=0. Те 


х—>а х—>а 


соп41оп$ аге за Астепе ю Вауе Фе едиашу [2] 


фа 
па 69 _ 2 
х—>а [`зФа х—>а в(х) ©(а) 


ТЬ1$ 15 Фе пцесога! Гогт оЁ Г’Норца!’$ ге. 
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Правило Лопиталя в интегральной форме вм. 


Ап арр!уше 1$ гШе ю зо]уе Фе рго ет оф а сопуегоепсе оЁ пиргорег ищеога|$ 
отуе5 а пе\м {е$( оЁ а сотраг1зоп 


Внейу 39 < 1,3 Им (х -а} Г(х) <® сопуегзепсе (1) 


Ты$ югт оЁ Фе сотрапзоп {е3( сап Бе гергезее4 ш фе ошег опт. Мойсе, фа а 
о <1 ап Г(х) > аЁ х> \е рауе ап ша@етттае опт {0-ю} \у/шсеВ сап Бе шапзюгтеЯ 


о {0/0}, о 4депое г =Ф(<->0. [п ФаЕ сазе Г’Нориа[ $ гше сап Ъе аррйед, 


_ [ло _. С 
Пт = Ши х {= Пт =—р=< Вт ——, 
хо | а хе х>+®юф(х) 0 х—+юф (х) 


Тра$, фе сотрапзоп {ез( (1) Гог Фе ицеста1 р. Еодах Баз Фе опт 


В 
ЭВ > 0,3 пм ы < ®,ф(х)=1/ }(х) сопуегвепсе (2) 
х—> + < (х) 


Тре зип!аг {е$5 оЁ а сопуегеепсе {ю (1) апа (2) 1аКе расе Гог ппргорег пцезта[$ 
[ Годах оЁ фе зесопа Кта \Веп /(х) > ю а х> а. Мате!у 


Зо <1,3 Пт (х-а} Г(х) <® сопуегвепсе 
хх 


ЭВ >0,3 Нм 


<<, ф(х) =1/ }(х) сопуегеепсе 
х> + ф (х) 


Статья поступила в редакцию 03.07.2012. 
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